
Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 1

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

2

 1 1 −
√
2

1 1
√
2√

2 −
√
2 0

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

1− 2i −2 + i
1 + 2i −2− i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
3 −1
3 −1

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = 2x21 + 6x1x2 − 2x1x3 + 3x22 − 10x2x3 − 5x23,

g = x21 + 4x1x2 + 2x1x3 + 5x22 + 6x2x3 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 2x2 + 9y2 + 2z2 − 4xy + 4yz − 1 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 2

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

2

 1 1
√
2

1 1 −
√
2

−
√
2
√
2 0

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

3 + 2i 3− 2i
−2− 3i −2 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
2 14
1 7

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 + 4x1x2 + 8x1x3 + 8x22 + 24x2x3 + 12x23,

g = x21 + 4x1x2 + 2x1x3 + 5x22 + 6x2x3 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 4y2 − 3z2 + 4xy − 4xz + 8yz = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 3

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

3− i −1 + 3i
3 + i −1− 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
−2 6
−1 3

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 + 2x1x2 − 2x1x3 − 2x22 − 8x2x3 − 2x23,

g = x21 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x22 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. x2 + y2 + 4z2 − 2xy + 4xz − 4yz − 2x+ 2y + 2z = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 4

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

3

 2 2 −1
−1 2 2
2 −1 2

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

−1 + 2i 2− i
−1− 2i 2 + i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
−1 7
−1 7

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = 2x1x2 + 2x1x3 + 3x22 + 4x2x3 + x23,

g = x21 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x22 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. x2 + y2 + z2 − xy + xz + yz + 3x+ 3y − 3z = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 5

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

3

 2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

−3− 2i −3 + 2i
2 + 3i 2− 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
2 1
2 1

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 + 2x1x2 − 2x1x3 + 3x22 − 2x2x3 − 2x23,

g = x21 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x22 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 4x2 + y2 + 4z2 − 4xy + 4yz − 8zx− 28x+ 2y + 16z + 45 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 6

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

3

 2 −2 1
1 2 2
2 1 −2

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

−3 + i 1− 3i
−3− i 1 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
6 8
3 4

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 + 4x1x2 − 2x1x3 + 6x22 − 4x2x3 − 2x23,

g = x21 + 4x1x2 − 2x1x3 + 5x22 − 2x2x3 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 2x2 + 5y2 + 2z2 − 2xy − 4xz + 2yz + 2x− 10y − 2z − 1 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 7

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

3

 2 1 −2
1 2 2
2 −2 1

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

1 + 2i 1− 2i
−2− i −2 + i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
−1 2
−1 2

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 + 4x1x2 − 2x1x3 + 2x22 − 6x2x3 − x23,
g = x21 + 4x1x2 − 2x1x3 + 5x22 − 2x2x3 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 7x2 + 7y2 + 16z2 − 10xy − 8yz − 8zx− 16x− 16y − 8z + 72 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 8

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

3

 2 1 −2
2 −2 1
1 2 2

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

3− 2i −2 + 3i
3 + 2i −2− 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
1 3
1 3

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 + 4x1x2 − 2x1x3 + 2x22 − 4x2x3 + 4x23,

g = x21 + 4x1x2 − 2x1x3 + 5x22 − 2x2x3 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 4x2 + 4y2 − 8z2 − 10xy + 4yz + 4zx− 16x− 16y + 10z − 2 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 9

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

9

 1 −8 4
4 4 7
−8 1 4

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

3 + i 3− i
−1− 3i −1 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
2 6
1 3

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 + 4x1x2 + 2x1x3 +
7

2
x22 + 8x2x3 + 5x23,

g = x21 + 4x1x2 + 2x1x3 + 5x22 + 6x2x3 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 2x2 − 7y2 − 4z2 + 4xy + 20yz − 16zx+ 60x− 12y + 12z − 90 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 10

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

9

 4 4 7
−8 1 4
1 −8 4

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

−1− 2i −1 + 2i
2 + i 2− i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
7 1
7 1

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 − 4x1x2 + 2x1x3 +
7

2
x22 − 6x2x3 + 3x23,

g = x21 − 4x1x2 + 2x1x3 + 5x22 − 6x2x3 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 7x2 + 6y2 + 5z2 − 4xy − 4yz − 6x− 24y + 18z + 30 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 11

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

7

 3 −2 6
6 3 −2
−2 6 3

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

−3 + 2i 2− 3i
−3− 2i 2 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
−1 3
−1 3

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 + 2x1x2 + 2x1x3 +
3

2
x22 − 4x2x3 + 7x23,

g = x21 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x22 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 2x2 + 2y2 − 5z2 + 2xy − 2x− 4y − 4z + 2 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 12

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

7

 −2 6 3
3 −2 6
6 3 −2

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

−3− i −3 + i
1 + 3i 1− 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
−6 8
−3 4

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 − 2x1x2 + 4x1x3 − 5x22 + 6x23,

g = x21 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x22 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 2x2 + 2y2 + 3z2 + 4xy + 2yz + 2zx− 4x+ 6y − 2z + 3 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 13

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

4

 1 3
√
6

3 1 −
√
6

−
√
6
√
6 −2

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

−2 + i 1− 2i
−2− i 1 + 2i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
1 2
1 2

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = 3x21 + 2x1x2 + 4x1x3 − 3x22 + 6x23,

g = x21 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x22 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. x2 + 5y2 + z2 + 2xy + 2yz + 6zx− 2x+ 6y + 2z = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.



Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 14

1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

3

 2 1 2
1 2 −2
−2 2 1

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

3 + i −1− 3i
3− i −1 + 3i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
6 −2
3 −1

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = − 2x1x2 + 2x1x3 − 3x22 + 3x23,

g = x21 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x22 + 3x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. x2 − 2y2 + z2 + 4xy + 4yz − 10zx+ 2x+ 4y − 10z − 1 = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.

Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)
Âàðèàíò 15



1. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû Ïàóëè

σ0 =

[
1 0
0 1

]
; σ1 =

[
0 1
1 0

]
; σ2 =

[
0 −i
i 0

]
; σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Äîêàæèòå, ÷òî

à) ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 2 × 2 ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè;

á) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà σ1σ2 = −σ2σ1 = iσ3, σ2σ3 = −σ3σ2 = iσ1, σ3σ1 = −σ1σ3 = iσ2, σ
2
k = E,

k = 1, 2, 3;

â) êàæäàÿ ìàòðèöà σk, k = 1, 2, 3 �óíèòàðíàÿ .

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàòðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàò-
ðèöàìè: [

− cosϕ sinϕ
sinϕ cosϕ

]
;

1

9

 1 4 −8
−8 4 1
4 7 4

 .
4. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

2 + i −1− 2i
2− i −1 + 2i

]
.

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

5. Äëÿ ìàòðèöû [
−2 14
−1 7

]
.

íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

6. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåå ïàðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì f è
g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, åñëè

f = x21 + 2x1x2 + 8x1x3 + 2x22 + 12x2x3 + 21x23,

g = − x21 − 2x1x2 − 8x1x3 + x22 − 9x23.

7. Ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàéòè êà-
íîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü òèï
ïîâåðõíîñòè. 2x2 + y2 + 2z2 − 2xy + 2yz + 4x+ 4z = 0

8*. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñè-
ìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.


